MODELOS LINEARES COM RESTRICAO ESTIMAVEL
NA PESQUISA AGRONOMICA!

C.R.de M. GODOI?

RESUMO - Apresenta-se uma dedugio da solugdo de quadrados minimos com restrigio nos parime-
tros, baseada no método de Lagrange dos coeficientes a serem determinados, Aborda<e também uma
aplicagdo do método geral no caso de experimentos de adubagfo de um modo geral, quando duas
pardbolas sdo justapostas. Tratase de dois casos: quando a justaposi¢io se d4 no ponto mdximo e
quando ela s¢ dd num ponto qualquer, Em ambos 0s casos, a dose economicamente aconselhdvel &
deduzida.

Termos para indexagfo: quadrados minimos, parimetros, método Lagrange, adubagio,‘ pardbolas
justapostas, coeficientes indeterminados.

RESTRICTED LINEAR MODELS !N AGRONOMIC EXPERIMENTATION

ABSTRACT .- In this paper restricted linear models are presented, based on Lagrange n oL
undetermined coefficients. This method is applied in cases of fertilizer experiments when searching for
response model and economic level of fertilizer by fitting grafted parabolas considering two cases:
when the grafting is at the maximum point and when it is not at any specific point. Economical levels
are obtained in both cases.

Index terms: Lagrange method, indetermined coefficients, fertilization, grafted parabolas, minimum

squares, parameters.

INTRODUGAD

As plantas alimenticias respondem favoravel.
mente i adubagio, desde que o solo seja carente
dos elementos presentes no adubo. A produgio
cresce até um limite midximo; apds esse miximo,
pelo efeito téxico dos nutrientes, essa produgio
decresce,

Um modelo simples e muito usado € o trindmio
do 29 grau

y = a+ bx+ cx?,

que possui um inconveniente de ser simétrico em
relagio ao ponto de maximo 5, fato que nio re-

flete, em geral, a realidade.

Consideraremos duas modificagSes desse mode-
lo, que mantém a simplicidade do trinémio, su-
prindo porém essa deficiéncia de simetria.

Rac (1945 ¢ 1973) estuda o Teorema de Mar-
koff com restrigdo sobre os parimetros, num con-
texto bem geral. Recentemente, Fuller {1969) e
Gallant (1974) estudaram polinomiais justapostas
(“grafted polynomials”} com aplicagio em econo-
metria.
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MATERIAL E METODOS

a
Teorema - Uma solugio f§ que satisfaga o sisterna
) .

XX RrR E X'yv| R:matriz sxp
ol ) (n
R ¢ A r | X:matriz nxp
~ o~ n> P

minimiza SQR(B) = (y - XP) (y - XB), com a caracteristi-
ca de X igual a p, X'X positivo definido, as linhas de R
independentes das linhas de X,X e sob a restrigio Rf=r1

Demonstragio: Usando o método de Lagrange temos
que

FEN - X @ - XD » X R-D

Diferenciande F em relagfio a § e A e identificando
a zero obtemos

dF and{z’z -2y' X+ BX'XB+ 2XRB- 2&'{]50
= (-2‘):'Xd§+ 2E'X’Xd£ + Z?SRG_@ + (ZE'R'dL- 2’1_."’d2\‘_) =0
= 2(‘1')( +E'X'X +?\\_‘R) dﬁ* 2(RE -L)'d?‘t’ =90

X'XB + R} = Xy

= =

RS =X

XX R 8 X:\)"
R ¢ A T
provando a necessidade de (1), -

-
Para a suficiéncia, sejadfl « 8- ¢ dA« A- A Entio,
diferenciando novamente, obtemos, -
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d%F = 2dB'X'XdB + 2d’R’dN + 2dN'RAS

248°X'Xdp + 4dNRAB
= 2d8"X'XdB + 4dNR(B- B

= 2dﬁ'X’Xdﬁ > 0,pois X'X por hip&tese é posi-
tiva definida e R = Rf = 0. C.Q.D.

O importanfe para as aplicagSes & a determinagdo da
matriz de restrigGes, R, que surge no caso das polinomiais
justapostas naturalmente pelas imposi¢Ses feitas ao mode-
lo matemdtico,

Justaposicio de duas parsbolas

Caso I - Justaposigdo no ponto de mdximo,

Para que duas pardbolas

2 2

y=a; +b X +¢)x° € y=ay +byx+0yx
se justaponham sem formar dngulo, ou seja, uma seja a
continuagio da outra de um modo suave, deveremos
exigir derivabilidade (¢ portanto continuidade) da fungio
combinada resultante no ponto de ligagio xy. Como xg

deverd ser ponto de mdximo, teremos as restrigdes:

Continuidade: a; +b;Xxg + clxg =2, +byxg + czxg

Derivabilidade | b;+2¢c;x5=0
e
Miximo by+ 2e5%y=0

Re-arrajando, obtemos
L.ag +byxg + clxg -a5 -byxg -c,x?,-o

2. by +261X0 =0 (1)

3. b?. + 282 Xg* 0
Consideremos, agora, o modelo

y=a, +b1x+c1x2 para X < Xy

y=2; +byx +c2x2 para x > xg

sujeito ds restrigGes indicadas por (1)

Determinemos as matrizes X ¢ R que representem o
problema. Seja ny o numero de pares (x, y) tais que
X < Xg e sgja n; o numero de pares (x, y) tais que X > xq
e seja N=ng +n; 0 ndmero total de pares.

Arrajemos os pares (X, y) de modo que num grupo
fiquem os casos em que X < Xg & num outro os restantes,
Ent3o, poderemos escrever © sistema inconsistente de
equagdes (N > 6)
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2
ap + byxy + Xy = ¥y
2
a4y » ByXy + €)X3 = ¥y
L a; + byx c

2
+CX: =
Ny 1y = Yng

2
22+ Pa¥puy + CXpous = Yngen

2
.
B + DX gt C2%n 2" Vg,
2
a; + bsz + CaXy =¥y

onde (X3, ¥}, ..., (xN, yN) sdo os dados observados.

Escrevendo na forma matricial temos

X E =y
ar o -
|_1 Xy xf 0 a ¥
1 X2 X% 0 0 0 bl y:
...... . )
1 x, x2 0 0 0 a
o Ng 2 || g
_______________________ by || ---
2
00 0 1 Xng+ 1 o+ 1 _cﬁj Yngs1
Y 1 xno+2 fg+ 1 yr10+2
(000 0 1 xg XN YN

e as restrigGes ficam,

R g =0
Fal
1 xp xg 1 %y -xg b, 0
01 2xg 0 O 4] ¢ F|O
0 0 0 0 1 2xg a, 0
by
]

A solugdo de quadrados minimos para o vetor dos pa-
tametros (ou incognitas)

E' "[al by ¢ ay by °2]
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& a que minimiza a fungdo de 8
p
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sujeita & condigdo RS = 0, Estamos, portanto, nas condigGes do Teorema de Markoff com restri¢io sobre os parime-

tros, cuja solugdo serd a que satisfaz a equagio matricial,

~
Bl [Xy
~ ~
oy

A r
~ -~

No caso presente teremos

XX R'
R ¢
[~ Ny ng
2
ng zl:xi ;in 0 0
Ny ny iy
3
F_xl i‘:xl Iin 0 0
No Ng ]
2 3 4
I x% z x?! :
Zxj 1"1 ;.‘xl 0 0
N
0 [} 0 ny _E xi
Ng+1
N
N 2
0 0 0 Zx Zxj
ng+1 ng+ 1
N N
0 0 0 zx3 I x}
Ng+1 Ng+1
Xg xg -1 ~Xo
0 1 2xg 0 0
0 0 0 0 1

A solugdo desse sistema de equag3es lineares resolverd
0 nosso problema,

Caso II - Justaposicdo num ponto qualquer.

No caso ptesente, teremos as restrigdes

Continuidade: a; + byX +CyX5ma, + byXg + C5X3
Derivabilidade:

by + 2cyX%g =bgy + 2¢5X,

Ou zinda,

[ T T T T T R P I T )

717 ]
0 Pl 0 0 ] | v
: "
0 Xo 1 0 b, i‘:yixi
Iy
0 Toxd 2%, 0 & | 2yixd
N : N
2 H -
zxi : -1 0 0 a5 Eyl
Mg+ 1 : Mg+ 1
N N
zxi I ox 0 1 byl 1 Zyix
n0+l E n0+1
N N
z x4i g -x% 1] 2x0 62 z yl xzi
Ng+ 1 : ng+1
Jeeovervaversmmaaniionne B N TR
2 : :
x¢ ;0 0 0 Al 0
0 Yoo 0 0 Mo
2%, Po0 0 0 Aile

l.ay + byxg + c,x?, -az-bzxo-czxg =0
2. by +2¢1% -by -2e3%g=0

A solugfo desse segundo caso € andloga ao primeiro,
com a tnica diferenga aparecendo na matriz, R, que fica

R 1 xp xa -1 -xg -x?,
012xp 01 2%y
ou seja, a primeira linha fica inalterada ¢ a segunda é a
diferenca entre a segunda e terceira do caso [, o mesmo

acontecendo com as colunas.
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Dose econdmica. Consideremos w o prego unitdrio do
produto (¥), e t o preco unitirio do nuttiente (x) e m o
custo fixo, independente de x. A renda lfquida serd sem-
pre wy -tx-m.
Casol

wia, + byx+ clxz)-tx -m LXK X

Wy -tX-m = 2
wia, + byx + ¢;x")-tx-m 1 X > Xy
{wa1 + (wb -t)x + wclx2 -m,X <X,

2
way + (why -t)x + weyx™-m x> %,

Derivando, obtemos
wh, -1+ 2we x se X< X
(wy-tx-m)'=
why -t + 2weyX  se X > X,

Igualemos a zero para achar a renda lfquida mdxima.
Parax < Xy obtemos a dose econdmica (x*}

t
—-b
w H
X*= = + x0
Zwe
2¢, 1

Pois xg ¢ ponto de mdxime por hipStese. Como ¢, <0,
entdo vemos que x* < x,,. Considerando que ¢, < 0, we-
mos que a solugio acima € a pedida no problema.

GODOI

Caso II. Neste caso, x, nio € necessariamente ponto
de mdximo. Obtemos, por processo andlogo ao anterior,

t
1 —'bz
w

2y 2c

2
¢ a dose econdmica serd uma das duas expressdes, seguin-

do o seguinte critério: Se

X*= x; se x; e x; forem menores ou iguais a x

x.
1
Podemos facilmente veriricar que os critérios acima

530 exaustivos e mutuamente exclusivos.

0

X°= X3 se e x3 forem maiores que Xy

RESULTADOS E DISCUSSAO

Aplicagdo em ensaios de adubacio

Tomemos x, = 100 como ponto de justaposi-
¢do das curvas, decorrendo z;, = 0. Admitamos o
Caso 1l como modelo, donde, usando as varidveis
codificadas z € os dades da Tabela 1,

3 3 5 0 o 0 .1 o0 [ 1485
-3 5 9 0 0 o . 0 1 -116,1
AV ' 5 9 17 0 0 0 0o 0| Zvy 176,1
- 0 0 0 4 10 30 -1 0 = 24572
R ¢ 0 0o 0 10 30 100 0 -1 I 596,8
0 0 0 30 100 354 . 0 0 1753,2
1 ¢ 0 -1 0 0 0 0 0
L O T 0 0 -1 0O . 0 CL . 0 J
TABELA 1. Dados adaptados de um experimento de adubag¢do com K, O em cana-de-agiicar.
X z y ¥ )
{kg/ha} {x-100) (t/ha) (t/ha) ¥
50 m
0 2 30,0 303 342
50 -1 56,1 54,6 50,0
Xo = 100 2y= 0 62,4 639 60,8
150 1 65,0 649 66,4
200 2 64,0 63,8 67,0
250 3 61,0 60,6 62,4
300 4 55,2 55,6 529
393,7 393,7 393,7
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Resolvendo o sistema de equagdes, obtemos:

i, = 64,0 i, = 64
b, = 1,827 b, - 1,827
¢ =75 &, = -0,988
O modelo estimado fica
§ =064+ 18272-7,522 para z <0
¥ = 64+ 1,8272-0,9882° paraz>0

Em termos da varidvel original x, temos

#= 30,346+ 0,636 x - 0,003 x* para x €100
#= 56,394+ 0,116 - 0,0003952 x>  para x > 100
donde,
L. 0,636
w t
x*= xf =——————— = 106 -166,7—
-0,006 w
se x; ex; <100
L - 0,116
w t
x*= x} = - 145,8-12652—
0,0007904 w

se x; ex; >100

Adaptacdo do trindbmio
Se o modelo fosse quadritico puro, ou seja,
y = a+ bx + ex?

obterfamos do sistema X’Xg = X’y irrestrito,

7 7 35 i 3937
7 35 91 b - 480,7
35 91 in & 1929,3

a soluciio §q = 60,75 + 8,1832-2,538 22

t
TABELA 2. Variacio da dose econdmica em funcio de— (relagio:
w
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obtendo a tltima coluna da Tabela 1. Em termos
da varidvel original x, obtemos

§ = 34,232 + 0,367 x - 0,001 x?
7q

¢ a dose econdmica x(; na Tabela 2,

L 0,367

w t

= 183,5-500 — .
-0,002 w

Da anilise das Tabelas 1 e 2, observemos a im-
portdncia da escolha do modelo adequado. O me-

,

delo restrito é melhor em todos os sentidos e le-

L]

vando inclusive i recomendagio de menos adubo
do que se poderia esperar pelo trinémio do 29
grau apenas.

Vemos, também, a importincia de, em ensaios
com adubagio, experimentarmos doses macigas de
nutrientes, pois isso provoca uma estimagio muito
mais precisa do modelo, em especial nos extremos.

EXEMPLO

Aos pregos do 2% semestre de 1980, t =
= Cr$ 26,00/kg K,0ew = Cr$ 580,00/t de cana,
obteremaos

xy = 106 - 166,7 (0,0448) = 98,5 kg/ha
— —_
x*= 98,5 kg/ha
- A ~
x} = 146,8 - 1265,2 (0,0448) « 90,1 kg/ha

Como ambas sZo menores que x4 = 100 kg/ha,
recomendamos 98,5 kg/ha de K, O como dose eco-
nomicamente aconselhdvel. Na verdade, o cdlculo
de x5 ¢ sempre desnecessdrio, visto que nio ¢ pos-
sfvel xi e xJ estarem em lados distintos relativa-
mente ao ponto x,.

preco adubo
prego produto

-+ x) X x" x>
w q
0,000 106,0 146,8 1468 1835
0,006 105,2 140,8 1408 1810
0,010 104,3 1341 1341 178,5
0,015 103,65 127,8 1278 176,0
0,020 102,7 121,56 1215 173,56
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TABELA 2. Continuagio.
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w X1 x3 xe *a

0,025 1018 115,2 1152 1710
0,030 101,0 1088 1088 168,56
0,035 100,2 102,5 1025 166,0
0,040 99,3 96,2 99,3 163,56
0,045 98,5 89,9 98,5 1610
0,050 97,7 835 97,7 158,
0,055 96.8 77,2 96,8 156,0
0,060 96,0 70,9 26,0 1536
0,065 95,2 64,6 95,2 151,0
0,070 94,3 58,2 94,2 1485
0,075 93,5 51,9 935 146,0
0,080 92,7 45,6 92,7 1435
0,085 91,8 39,2 91,8 1410
0,090 91,0 329 210 138,5
0,085 90,2 26,6 90,2 136,0
0,100 89,3 20,3 893 1335
0,105 88,5 14,0 88,5 1310
0,110 87,7 16 817 1285
0,115 85,8 1.3 86,8 1280
0,120 86,0 -50 86,0 123,56

CONCLUSAO uma estrutura estocdstica para y e seu reflexo na

Os modelos apresentados mantém a simplici-

dade do trindmio, inclusive no cdlculo da dose eco-
nomicamente aconselhdvel, aumentando, contudo,
a flexibilidade para uma adaptagio mais perfeita a
dados observados.

Um problema de cdlculo numérico que surge é
a estimagdo de xg, quando nio se conhece o ponto
de justaposigio. Uma proposta razodvel é a de ten-

tativas sucessivas e orientadas para uma minimiza-

¢do de SQR (5, A).
Outro tépico interessante € a introdugio de

Pesq. agropec. bras., Brasilia, 18(11):1243-1248, nov, 1983,

distribui¢io da dose economicamente aconselhd-
vel x™
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