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RESUMO - No presente trabalhe foi feito um estudo teórico visando as determinações da fórmula a 
que torna ortogonal o delineamento composto central (Box) e das fórmulas das estimativas das varián-
das das estimativas dos coeficientes de um polinômio do segundo grau, quando ajustamos o polinômio 
aos dados provenientes de um delineamento composto central ortogonal, com P + 1 pontos centrais 
e com um máximo de quatro fatores, como também o estudo da precisão das estimativas dos coeficien-
tes. Verificou-se que a fórmula do a que torna ortogonal o delineamento composto central, com 
P + 1 pontos centrais e para um máximo de quatro fatores, é dada pela expressão: 

a = 1_2k-1 + [22k.2  + 2(_2(2k  + 1 + 	
ii 

Foi também verificado que as fôrmulas das estimativas das variânclas das estimativas dos coei icienjes 
do polinômio do segundo grau, quando ajustamos esse polinômio a dados provenientes do delinea-
mento composto central ortogonal, com P + 1 pontos centrais e um máximo de quatro fatores, são 

dadas pelas express&es: 

•4 2a 2 ) 	 r2 

+2a4  - 
(2k + 2a 2 )2  

2k+2k +1 +P 

Verificou-se, ainda, que, quando são usados oito pontos centrais, isto é, quando P = 7, a estimativa 

de O i i é tão precisa quanto a estimativa de Pi  e mais eficiente do que a estimativa de 

Tenvos para indexaç&N Estatrstica Experimental ou Superfície de Resposta. 

INTRODUÇÃO 

Nos experimentos fatoriais de grande número 

de tratamentos, fica difícil a eliminação de dife-

renças de fertilidade dentro de uma mesma repe-

tição e, consequentemente, o erro padrão por par-

cela tende a ser alto em comparação com experi-

mentos que envolvam poucos tratamentos. Uma 

das maneiras de se reduzir o tamanho do bloco 

sem diminuir o número de tratamentos é o confun-

dimento (YATES 1937). 

BOX & WILSON (1951) apresentaram os en-

saios compostos centrais que tiveram por finaiida- 

Aceito para publicaçffo em 28 do Outubro de 1917 
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de ajustar aos dados experimentais um polinômio 

do segundo grau. 

PENTEADO & BATISTA (1971) estudaram a 

eficiência do composto central em comparação com 

os fatoriais completos de dois fatores, e uma das 

suas condusões foi que o composto central é menos 

eficiente do que os fatoriais 5x5 e 3x3 grande, e 
mais eficiente do que o pequeno fatorial 3x3Mas, 

os fatoriais 3x3 grande e pequeno estudados por 

eles, no caso de dois fatores, são o composto cen-

tral ortogonal com um ponto central, sendo que no 

grande fatorial 3x3 as doses eram mais espaçadas. 

No entanto, o composto central não ortogonal, es-

tudado por PENTEADO & BATISTA (1971), apre-

sentou inconveniência quanto à dependência dos 

coeficientes quadráticos do polinômio do segundo 

grau. Porém o composto central ortogonal não apre-

sentou esta dependência. 

GOMES & CAMPOS (1972) estudaram a efi-

ciência do composto central rotativo, com um 

ponto central, em relação ao fatorial 33 
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BATISTA (1916) determinou a fórmula de a 
que torna ortogonal o composto central com um 
máximo de quatro fatores, e, após, determinou 
também as fórmulas das estimativas das variSn-
cias das estimativas dos coeficientes do polinômio 
do segundo grau. Naquele trabalho, Batina usou 
somente um ponto central e chegou a uma tabela 
de valores de a, que tornam ortogonal o composto 
central, mais precisa do que a que foi apresentada 
por DAVIES (1954). 

COCHRAN & CDX (1951) relataram apossibi-
lidade de repetições do ponto central no delinea-
mento composto central. Segundo eles, essas repe-
tições do ponto central proporcionam maior nú-
mero de graus de liberdade para o erro experimen-
tal e determinam a precisão det perto do centro. 

O valor de a é um parâmetro do delineamento 
composto central que pode ser escolhido para 
tomar os coeficientes de regressão do polinô-
mio do segundo grau ortogonais uns aos outros 
ou para minimizar o erro que é criado se a ver-
dadeira forma da superfície de resposta não é qua-
drática ou para dar ao delineamento a proprieda-
de de ser rotacional (CCCHRAN & CCX 1957). 

Os autores do presente trabalho procuraram de-
terminar a fórmula de a que torna ortogonal o 
composto central, como também determinar fór-
mulas das estimativas das variáncias das estimativas 
dos coeficientes do polinômio do segundo grau, 
quando se usa mais de um ponto central, com um 
máximo de quatro fatores no delineamento com-
posto central ortogonal, além de estudar a precisão 
das estimativas.  

cionar (2k + 1 + P) combinações de níveis de 
fatores a um fatorial completo 2 

Banindo de um fatorial completo 2k  no qual 
estão codificados os níveis em -1 e + 1 e adicionan-
do as (2k + 1 + P) combinações anteriormente 
mencionadas, teremos o composto central com 
(P + 1) pontos centrais. Portanto, o composto 
central será constituído por (2k  + 2k + 1 + P) 
combinações. 

Ajustando aos dados um polinômio do segundo 
grau, dado pelo modelo matemático: 

k 	 lc 
Yu = fio +E(3j Xiu + E (3jj 4 + 

i=1 	i=1 

+ E 	N Xiti Xju + eu , 

i<j = 2 

teremos as matrizes X'X = 5 (Tabelas 1.2 e 3). 

Fazendo-se a correção dos quadrados e dos pro-
dutos dos elementos das matrizes 5 pelo método 
descrito por LI (1964), teremos submatrizes corri-
gidas (Sc ) nas quais todos os elementos fora da dia-
gonal principal são iguais a zero, exceto os repre-
sentados pela letra A (Tabelas 4, 5 e 6). 

Para que a estimação dos coeficientes do poli-
nômio do segundo grau seja independente, isto é, 
para que o composto central seja ortogonal, é ne-
cessário que os elementos fora da diagonal princi-
pal sejam nulos. 

MATERIAL E MÉTODOS 

O método a ser empregado será o utilizado por 
BATISTA (1976), na determinação da f6rmulade 
a para tomar ortogonal o delineamento composto 
central, com um ponto central. 

Os ensaios compostos centrais são construídos 
pela adição de (2k + 1) combinações de níveis 
de fatores a um fatorial completo 2k,  como descre-
veram COCHRAN & COX (1957). No entanto, 
nesses delineamentos há somente um ponto central. 
Se adicionarmos P pontos centrais, teremos portan-
to P + 1 pontos centrais. Assim, deveremos adi- 
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RESULTADOS E DISCUSSÃO 

Verificamos que nas submatrizes corrigidas to-
dos os elementos fora da diagonal principal são nu-
los, exceto os representados pela letra A. Portanto, 
para que as submatrizes se tornem diagonais, é 
necessário que os elementos representados por A 
sejam igualados a zero. Assim, quando as submatri-
zes passam a ser diagonais, as estimativas dos coefi-
cientes do polinômio do segundo grau ficam lii-
dependentes e teremos, consequentemente, o 
composto central ortogonal. Então, para que o 
composto central seja ortogonal, temos de ter 
A = O,istoé, 
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TABELAI.MatrlZX'X = Spank = 2. 

• 	 2' +2k +1 +P O o 2k+2a 2  2kf2a 2  O 

o 2¼+2a 2  O O O O 

o o 2k+2a 2  O O O 

2k+2a 2  o o 2'+2a4 2k O 

2"+2a 2 o o 2k 2k+2a 4  o 

O o o o 

TABELA 2. Matriz XX = S pan k = 3. 

2 1'+2k+1 +P 	O O O 2k+2a 2  2k+2a2  2k+2a2  O O O 

o 2k+2a2  O O O O O 000 

O O 2'+2a 2  O O O O O 00 

O O O 2"+2a2  O O 0 O 00 

2k+2a2  O O 0 2k+2a4 2 k 2k O O o 

o • 	 o o 2k 2k+2a4  2 1( o o o 

• 	 o O O 2k 2k2k+2a4  O 00 

o o o o o o o 2k 00 

o 
o 

o 
o 

o 
o 

o 
o 

o 
o 

o 
o 

o 
o 

o 
o 

2k0 

o 

+ 2a2)2 

=0 
2k+ 2k+ 1+? 

Desenvolvendo, fica: 

2k 2k + 2k + 1 + P ) = 	+ 2a 2 ) 2  

4a4  +21 +2a2 - 2"(2k +1 +P) = O 

Fazendo a2  = D, vem 

4D2 +21c+2 . 1)_2k(2k+1+P) = O 

logo, 

± 

8  

± 
1(2k + 2)2  + 16,2k (2k + 1 + P) 

D=_2k+2 ± 

2 

± '1 22k -1-4 + 16.2k(2k + 1 + P) 

64 	 64 

D = _2k-1 	. 

± V22k-2 +2k-2 ( 2k + 1 + P) 

como D nio pode ser negativo, temos: 
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1 

e, 

1 e) 

a 

1 000000000000ooJ n = _2k_1+[22k_2+2k-2 (2k+ 

O 0 O O O O O O O O 0 O O 	O + i + P)] 

0OOOOOOO000000 
Mas, D = a 2 , logo a fórmula de aque torna orto- 
gonal o delineamento composto central com? + 1 

o o 	 ° 	° 	., ° pontos centrais 	dada pela expressão: 

a = [_2k-1 + [22k-2  + 22 (2k + 
O O O O O O O O.c O 	00 O O 

+1 +P)]] 

Portando, dando alguns valores para P quando k 

na assume os valores 2, 3 e 4, temos uma tabela de va- 
lotes de a que tornam ortogonal o composto cen- . 	° 
trai com P + 1 pontos centrais (Tabela 1). 

Podemos notar 	pela Tabela 7 que quando 
P = O, encontramos os mesmos valores obtidos 

+O0oo t000000 por BATISTA (1976). 
ti 	 ti Quando A = O, as submatrizes corrigidas ficam 

diagonais e é simples a inversão delas. No entanto, 

+ os cálculos efetuados foram para uma repetição. 
Se fizermos para r repetições, os elementos das 

ti 
submatrizes corrigidas ficarão multiplicadas por r. 
Pode.se assim notar que os elementos correspon- 

04 	 ti dentes aos coeficientes Ø ,  Øj e Øji são, respectiva- + 
mente, nas três submatrizes corrigidas: 

04 

r ( 2k 	+ 	2a 2 ) 	 , 	r ( 2k  ) 	e 
e. 

0000+0000000000 

+2a42k + 2.C2 )2  j 2k 
e.' - 

ei 2k+2k+1+P 

o o o + O O O o o o o o o o o 
Pode-se verificar que as submatrizes corrigidas 

(.4 - (Sc) são, na realidade, as matrizes X'X obtidas do 
seguinte modelo matemático: 

00+000000000o00 k 	k 

•u7= E Oi Xiu +E fiji (XL - 
cii  i1 	i=1 
Oi 

0+0000000000000 

+Eí3ijxiu Xju +eu  
i<j=2 

+ 
Assim, a inversa de cada submatriz corrigida 

+ . o o o o ± + + + 000000 (Sc ') é amatriz de dispersão dividida poro 2 . Lo- 
ti . 	. 	s + 	ti e.. 	.' go, as estimativas das variâncias das estimativas dos 

ti coeficientes do polinômio do segundo grau serão 
dadas pelos elementos correspondentes de 	c1 
multiplicados por & 2, Então, 
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1 	 CONCLUSÕES 
= 

2k + 2a2 ) Do presente trabalho, podemos tirar as seguin-
1 	 tes conclusões: 

' 	= 	
. 2 	 1. A fórmula de a que torna ortogonal o deli- 

r2 neamento composto central, com P + 1 pontos 
centrais, é dada pela expressão: 

1 
[2k+ 2a 4  - 

- (2k + 2a2 )2  

2k + 2k + 1 + P 

O valor de a é obtido em função de k e P, como 
podemos notar na Tabela 7. Dando valores à esses 
padmetros nas fórmulas das estimativas das varin-
cias das estimativas dos coeficientes do polinômio 
do segundo grau, obtemos uma tabela das estima-
tivas das variâncias das, estimativas dos coeficientes 
do polinômio do segundo grau (Tabela 8). 

Podemos notar, pela Tabela 2, que para um 
mesmo valor de k, a estimativa da variância da esti-
mativa de j3j  permanece constante para qualquer 
valor de P, enquanto que as estimativas das variân-
cias das estimativas de O i  e fl11  diminuem à medida 
que aumenta o valor de P, proporcionando maior 
precisão para.estimação de Oi e 

Quando se usa somente um ponto central, isto 
é, quando P = O, a precisão da estimação de 0 ii é 
baixa em relação às demais. No entanto, a precisão 
da estimativa de Pü é praticamente a mesma da es-
timativa de Oi quando se usa um valor de P igual a 
sete, isto é, com oito pontos centrais, e superior à 
precisão da estimativa de 13ij  para esse mesmo valor 
de P (Tabela 2), 

TABELA 4. Submatriz conigida pan k = 2.  

a = _2k-1 + 22k-2  + 

(2k+ 1 + P))%] 

2. As fórmulas das estimativas das variâncias das 
estimativas dos coeficientes do polinômio do se-
gundo grau, ajustado a dados provenientes do 
composto central ortogonal com P + 1 pontos 
centrais, são dadas pelas expressões: 

1 

	

çT (Ø)= 	 . 
r (2k + 2a 2 ) 

1 

r2k 

1 

	

(,) = 	+ 2a 4  - 

(2k +2a2)2 1 —1 

+ 2k + 1+ P 
3. Para um mesmo valor de k, a estimativa da 

variancia da estimativa de Pij independe de P, en-
quanto que as estimativas das variâncias das 
estimativas de O i  e fli  diminuem à medida que o 
valor de P é aumentado, proporcionando maior 
precisão de estimação destes dois parSmetros. 

2k+2a2 o o o o 
o 2k+2a 2  o o o 

sc 	 O O B A O 
O O A 5 O 

o o o o 2k 

(2k +2a2)2 (2k +2a2)2 
Nota:A21< e 

2k+2k+1 +p 2k+2¼+1 +P 
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TABELA 7. Valores de a que tornam ortogonal o composto central com P + 1 pontos centrais. 

Valor de P  
Valor de 1< 

2 3 4 

O 1,000000 1,215412 1,414214 

1 1,018090 1,287189 1,482579 

2 1,147443 1,353127 1,546708 

3 1,210001 1.414214 1,607173 

4 1,267103 1,471195 1,664431 

5 1,319719 1,524649 1,118852 

6 1,368570 1,575037 1.170142 

7 1,414214 1,622729 1,820359 

8 1,457088 1.668032 1,861920 

9 1,497545 1,111199 1,913610 

10 1,535871 1,152446 1,951590 

TABELA 8. Estimativas das vaxiáncias das estimativas dos coeficientes do polinômio do segundo pau, 
no composto central ortogonal. 

Estimativas das Variâncias 
Valor do K 	 Valor de P 

a 1  a1 

o 0,166667 0,25 0,5 

1 0,158114 0,25 0,370126 

• 2 0,150756 0,25 0,288434 

3 0,1 44338 0,25 0,233253 

4 0,138675 0,25 0,193964 

2 	 5 0,133631 0,25 0,164833 

6 0,129099 0,25 0,1 42529 

7 0,125000 0,25 0,125000 

8 0,121268 0,25 0,110924 

9 0,117851 0,25 0,099415 

10 0,114108 0,25 0.089851 

O 0,091287 0,125 0,229127 

1 0,088388 0,125 0,182138 

2 0,085749 0,125 0,149147 

3 0,083333 0,125 0,125000 

4 0,081111 0,125 0,106731 

3 	 5 0,079057 0,125 0,092532 

6 0,077152 0,125 0,081247 

7 0,075378 0,125 0,072108 

8 0,073721 0,125 0,064588 

9 0,012169 0.125 0,058313 

10 0,070111 0,125 0,053014 
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TABELA 8. Continuação. 

VaiordeK 	ValordeP 	
- 

Estimativas das Variâncias 

A1  A1 

0 0,050000 0,0625 0,125000 

1 0,049029 0,0625 0,103490 

2 0,048113 0,0625 0,081365 

3 0,041246 0,0625 0,074941 

0,046424 0,0625 0,065149 

4 	 5 0,045644 0,0625 0,057282 

6 0,044901 0,0625 0,050857 

7 0,044194 0,0625 0,045535 

8 0,043519 0,0625 0,041071 

• 	
9 0,042815 0,0625 0,031287 

10 0,042258 0,0625 0,034047 

ei 2  
Nota: Os valores desta tabela devem ser multiplicados por 

4. No caso de se usar somente um ponto central, COCH RAN, W.G. & COX, G.M. Experimental designs. 
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ABSTRACT.- DETERMINATION OF FORMULAS ON THE ORTHOGONAL CENTRAL COMPO-

SITE DESIGN (BOX) 
A theoretical study wes devised te determine the formula of £wi,ich makes orthogonal the cen-

tral composite design (Box),with P + 1 centralpolntsandmaximumoffourfactors.Thefollewing 
expressions of awas obtained: 

a =[2k_1 +[22 k_2  +zk_2 (2k+l + 

it was equally veTified tliat in the case of the orthogonal central composite design. 'Nith P + 1 

central points, the formulas which estimated the variances of the estimates of the polynomial 

equation coefficients, could bo calculated through the following expressions: 

Pinally, lt wes verifled that when the orthogonal central composite design has eight central polnts, 

the coefficients Pil  of the squared terms ara estimated as precisa es the coefficlents P i  and more 
precise than the coefficients 

Index terrns: Experimental Design or Responsa Surf ace. 
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