MODELO DE GOMPERTZ COM SAZONALIDADE E AUTOCORRELAGCAO

NOS ERROS PARA AJUSTE DO CRESCIMENTO PONDERAL
EM VACA LEITEIRA?

LUCIO BENEDICTO KROLL? e MARIA TERESINHA TROVARELLI TORNERO®

RESUMO — Em trabalho recente sobre ajuste de peso de vacas leiteiras em fungio do tempo, Kroll
(1990) ajustou vdrias fungdes, entre ¢las a de Gompertz, com erros auto-regressivos. No entanto, o
ajuste sem considerar a autocorrelag@io explicou a mais até 25% da variagfio total do que o modelo
de erros autocorrelacionados. Neste trabalho, 0 modelo de Gompertz com erros auto-regressivos €
retomado com acréscimo do efeito de estag3o do ano. A sugestdo dessa inclus#io foi baseada na
fungdio de autocorrelagio da série original, depois de descontada a tendéncia. Para estimagfo dos
seis parimetros, no processo iterativo foi utilizada uma matriz X = {G | §], onde § € a mesma
matriz do método de Stevens para ajuste de Gompertz, c’§, a matriz de 0s, Is ¢ -1s, para sazonali-
dade. Como resultado, houve elevagdo do coeficiente de determinag@io em relacfio ao maior valor
obtido no trabalho acima citado.

Termos para indexagfo: regress3o ndo linear, residuos autocorrelacionados, fungio de Gompertz.

SEASONALITY AND ERROR AUTOCORRELATION
IN A GOMPERTZ MODEL ADJUSTMENT FOR DAIRY COWS WEIGHT GROWTH

ABSTRACT - In recent work (Kroll,1990) on dairy cattle growth using its monthly weights, a
Gompertz function, first considering the autocorrelated error structure, and second, the independent
error structure, was fitted. The last explained 25% more of the total variance than the former. In
this work, a Gompertz function was fitted with autocorrelated error structure adding seasonality to
the model. This was suggested taking into account the time series autocorrelation function. In order
“to estimate the six parameters, an iterative procedure was used, employing a matrix X = [G | S] .

where G is the usual matrix for fitting the Gompertz function, and § is a 0s, 1s, -1s Matrix neces-
sary to Take into account seasonality. With this model, the adjustment was better in tenms of the co-

efficient determination,

Index terms: nonlinear regression, error autocorrelation, Gompertz function. ,

INTRODUCAO

A atividade agropecuaria, em nosso meio, visa
a atingir dois objetivos principais: a camne e o leite,
Para qualquer um deles, o crescimento ponderal do
animal € um fato de relevéncia, que auxiliando no
melhoramneto genético, serve de instrumento na
avaliagio de manejo animal, pode ser usado no
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acompanhamento do desempenho do animal no
tempo, bem como pode servir para correlaciona-lo
com outras varidveis de interesse, como a produ-
¢do leiteira, o numero de crias, etc. Justifica-se,
assim, a procura de modelos que se ajustem aos
dados de crescimento. A finalidade, entre outras,
da busca de modelo cada vez mais adequado aos
dados, reside na contribuigdo de maneira mais efe-
tiva e direta nos modelos de melhoramento genéti-
¢o, na analise comparativa de manejo animal, atra-
vés de parametros especificos, ou diretamente,
como curva esperada do seu desempenho ponde-
ral.

Q termo "curva de crescimento” tem um signi-
ficado muito especial em Estatistica. Nela a analise
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de curvas de crescimento aplica-se a dados longi-
tudinais, que consistem geralmente, de medidas
repetidas ao longo do tempo.

Vieira & Mischan (1976) estudaram fungdes
assintétitico-sigmdides em modelos de cresci-
mento. Uma delas foi a fungfio de Gompertz, ex-
pressa o modelo:

Yi=exp(o+po6¥e,

onde Yj é a medida ponderal no tempo x; e; ¢ o
respectivo erro aleatério; e >0, 0<8<leq >0
sdo pardmetros. Este modelo pode ser ajustado da
equa¢io de Spillman, come fez Stevens (1951),
considerando os erros independentes,

Quando se trabalha com medidas longitudinais
repetidas, fica dificil assegurar a independéncia
dos erros em dois periodos consecutivos. Em re-
cente trabalho, Kroll (1990) ajustou virios mode-
los, dentre eles o de Gompertz, ao crescimento
ponderal em fungdo do tempo para vacas leiteiras,
considerando: i) modelo com estrutura de inde-
pendéncia dos erros; ii) modelo com estrutura de
erros autocorrelacionados. Verificou que o modelo
Gompertz em i) explicava até 25% a mais da vari-
agfo total dos dados do que ii). Este fato sugere
alguma modifica¢dio no modelo ii) pois a autocor-
relagiio nos residuos foi significativa.

Quando se trabalha com organismo vive em
ambiente com condig¢des ndo controladas, e em
longo periodo de observagfio, é prudente atentar
para os efeitos da sazonalidade. No manejo de va-
cas leiteiras, as estagBes do ano tm grande influ-
éncia no meio ambiente, principalmente com res-
peito & temperatura, disponibilidade de dgua e de
alimentos.

No presente trabalho retoma-se o ajuste do mo-
delo de Gompertz com autocorrelagiio nos erros e
nele se acrescenta o efeito da estagiio do ano.

MATERIAL E METODOS
Para estimagiio dos trés parimetros do modelo
Gomperiz, considera-s¢ o logaritmo natural da variavel

dependente, e se obtém :

Yi=a+p 0%+
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em que u;j corresponde a erros independentes.

Como esta regressdo é ndo-linear, as estimativas de
minimos quadrados para ., B, Y e 8 sdo obtidas por
processos iterativos, no caso pelo método de Gauss-
Newton. Por este, faz-se a expansio de Taylor da ex-
pressdo acima, em torno de um valor fixado 8, obten-
do-se uma regressdo linear maltipla de Y; contra
8y ¢ Xj 8%, Em termos de estimativas, pode-se es-
Crever:

. x, % -1
Y = a+br  +cx r (§))]
! 0 L]

onde o, a, b e ¢ sfio estimativas de 8, o, P € (@ - 6,)
respectivamente.

A estimavativa ry pode ser obtida por qualquer pro-
cesso. Este valor € utilizado para proceder ao método de
minimos quadrados na obtengdo de a, be c.

No presente caso, I, poderia ser obtido graficamente
ou pela férmula de Patterson (Hoffmann & Vieira,
1983). Utilizou-se esta {iltima para sete pontes, ou seja:

, = Y7+Y6+Y5—Y3—2Y2‘
@ Yo +Ys+Y, -1, -2¥

Um vez realizada a primeira estimativa de a, b e <,

calcula-se um novo 1y (r;) através de c e b, ou seja

, c
Lt +3.
Repete-se 0 método de minimos quadrados para re-

gressdo multipla, agora empregando r. no lugar de 1,
A parada do processo iterativo ¢ decidida quando
c
A, =— for considerado desprezivel,
b

Em termos matriciais (1), pode ser escrito como se-
gue:

= +
Y=xB*s
onde,
X, x =1
1ot X o i
x. x, -1 a
1 ruz Xq rﬂz A Y3
X= ’sz’Yz
vl : s |~ ~od
: : : .
x x, -1
1 " x, rS In
O =lusu;.
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Empregando-se programas computacionais, abre-se
m#o da tabela de Stevens (1951), que fornece os ele-
mentos de (X'X)-1 para diversos I,. Assim, o processa-
mento de dados foi feito através de um sistema de pro-
gramas computacionais que realiza operagdes matriciais,
ALGEMA (algebra de Matrizes) desenvoivido por Dias
(1988).

A varidncia dos erros € estimada por:

L) P 'é")z
“n-3 [f o-p

Considerando o modelo como auto-regressivo de
primeira ordem, onde L tem estrutura;

y=pu, +§,

comE[5]1=0;E[5&p) =0, ses#0e-15ps<,
para i = 1,...,n, pode-se escrever [2'1:] = '\58,

A matriz Y € tal, que Y' = A’ A, onde A segundo
Theil (1971) ¢ definido por (2) a seguir,

L2
1I-§  ,sei=jei=l
1 ,se i=jei)l
ly = (02)
—-p .sei=j +1ei=2,3,..,n
0 ,nos demais casos.

Para estimar Q’ ¢ nescessaria a estimacéio de p. Para
isto, ajusta-se¢ o modelo (1) pelo método dos minimos
quadrados ordinarios, ¢ através dos desvios em tempos
consecutivos obtém-se p , (Hoffmann & Vieira, 1983),
conforme estes autores,B passa a ser estimado por:

-1

N , -l .-
AT
~ ~ L d ~ ~ L
o que equivale ao método dos minimos quadrados ordi-
narios para Y modificado, ou seja z, sendo que Z 6 cs-
timado por:

21 = \“ _52 ffl’

para o primeiro valor ¢

Z:Y,—pY,_

' Y
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paral =2,3,..n,

Levando em conta a sazonalidade, a matriz X passaa
ser: X = [(_?1 | §], e § € uma matriz de O, 1, -1, indi-
cando a estagdo do ano.

Usou-se o coeficiente de determinagio corrigido

( RCZ) coino medida para comparagio dos ajustes dos
modelos,

onde
-1

Rt ()
n—-p

sendo p o nimero de pardmetros estimados € n o niime-
ro de observagdes.

Os dados utilizados s&o referentes a medidas de pe-
S0S mensais em quilogramas e em sessenta meses conse-
cutivos, extraidos do registro da Segioc Técnica da
Zootecnia da ESALQ/USP, Piracicaba. O animal acima
citado foi mantido em regime de criagio semi-extensiva.

Nesse estudo foram consideradas as medidas ponde-
rais da vaca leiteira identificada como Zanga, nascida
em 8 de abril de 1961, oriunda do cruzamento Guernsey
x Gir.

RESULTADOS E DISCUSSAO

A primeira iteragfio ¢ feita para o modelo
Gompertz, com sazonalidade, independéncia dos
erros considerando os 60 meses, e r,= 0.89330486.
Ousejaa matrizﬂ)g = 9} ’Sv], onde: ,

A1 PP 0009 0w -1 -l INI000000

=1 1 000N IT000 W - -F-10B0GIL] 000
~

I Y I I B S S L L (I I A |
(3x60)

(1 08% 1 1

2 ]
0.89 2(0.89)

+
)

1
. i
i 089
1

20
I

i089) "

- 60 . 59
0.89  60(0.89) |
(60x3)
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e 0 vetor Y(1x60), dos logaritmos naturais das me-
didas ponderais, serviram para a estima¢3o dos
desvios do modelo, e conseqiiente estimativa de p,
que resultou em § = 0,605.

A cada etapa, o vetor Y, foi modificado, utili-
zando as estimativas dos parimetros obtidos no
processo anterior, considerando p = 0,605 e man-
tendo a mesma matriz X. Desse modo, o acréscimo
da matriz § a g, ou seja, o fato de se acrescentar
ao modelo o fator sazenalidade n#o alterou o al-
goritmo. Isto traz vantagem quando se usa o mode-
lo de Gompertz.

A regra de parada do processo iterativo foi es-
tabelecida quando A < 109, As estimativas dos pa-
rdmetros estdo na Tabela 1. Ela mostra que, dentre
os trés pardmetros estimados, B foi 0 mais sensivel
a alteragio do modelo. Enquanto 0 modelo auto-
regressivo com sazonalidade explica 96% da
variagdo no logaritmo das medidas ponderais, o
modelo autc-regressivo, sem sazonalidade, expli-
ca, apenas 71% dessa variagdo.

Kroll (1990) observou que o modelo Gompertz
sem autocorrelagiio e sem' sazonalidade ja expli-
cava 96% da variagdo. Este resultado sugere que a
estrutura de autocorrelagfio foi perturbada pelo fa-
tor sazonalidade, quando este niic estd contem-
plado no modelo com autocorrelagio;, entdo, o
modelo completo, adequado 4 natureza de medidas
repetidas dos dados, novamente eleva o nivel de
explicagio.

A assintota estimada pelo modelo de Gompertz
auto-regressivo sem sazonalidade, em termos de
medida ponderal, foi de 333,3 kg, inferior a0 mo-
delo com sazonalidade 340,7 kg. A menor medida
ponderal observada nos doze ltimos meses da
curva foi a 342 kg e a maior foi 405 kg. O menor e
o maior valor estimado pelo modelo de Gompertz
com autocorrelagio e sazonalidade foram 3422 kg
e 376,1 kg, respectivamente, J4 para o modelo de
Gompertz com autocorrelagio sem sazonalidade,
essas estimativas foram 342,2 kg e 370,3 kg res-
pectivamente. Analisando os desvios entre os valo-
res observados e os estimados em ambos os mode-
los, observa-se que nos 1ltimos doze meses apenas
dois deles forneceram médulos maiores no modelo
de Gompertz auto-regressivo com sazonalidade em
relagdo ao modelo auto-regressivo sem sazonali-
dade.
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TABELA 1 - Estimativas dos pardmetros a, , 0 e
coeficiente de determinacdio ajustado
(Rc2 ), conforme ajuste do modelo de
Gompertz auto-regressive conside-
rando ou niio sazonalidade (S) para

medida ponderal em 60 meses de uma
vacs leiteira.

Parametro Modelo
exp(a + PO’ +p)  expl(a + PO + 5 +p)
v} 5,809 5,831
B 2,771 -3,083
0 0,858 0,872
22 71% 96% ,

As estimativas da medida ponderal no primeiro
més de observagdio, pelo modelo sem sazonali-
dade, ou com ela, foram, respectivamente, 30,9 kg
€ 23,5 kg, enquanto o valor observado foi de 20
kg. Portanto, a estimativa para o primeiro més no
modelo proposto com sazenalidade estd mais pro-
xima do valor observado, do que no modelo sem
sazonalidade.

CONCLUSOQOES

|. Foi possivel incluir componente sazonal em
modelo de Gompertz auto-regressivo.

2. O modelo de Gompertz auto-regressivo com
sazonalidade explicou mais em termos de varian-
cia total do que o modelo de Gompertz auto-re-
gressivo sem sazonalidade.

3. O comportamento dos valores estimados no
primeiro més e nos ultimos doze meses pelo mode-
lo de Gompertz auto-regressivo com sazonalidade
foi melhor que o do modelo de Gompertz auto-re-
gressivo sem sazonalidade,

4. Atengéo € necessaria com a presenca de fato-
res que venham perturbar a estrutura de autocotre-
lag@o quando se constroem modelos com medidas
repetidas.
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