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Resumo — A distribuicéo granulométrica de particul as solidas € essencial para as &reas de material de constru-
¢80, mecénica dos solos, fisica dos solos, hidrossedimentologia, entre outras. As técnicas utilizadas na avalia-
¢do da distribuicdo granulométrica de amostras resultam em valores pontuais, dependendo de posterior
interpolacdo para o tragcado da curva granulométrica e a obtencdo de didmetros caracteristicos especificos.
A transformagdo de valores pontuais em fungdes continuas pode ser realizada por meio de model os mateméti-
cos. Entretanto, ha poucos estudos com a finalidade de determinar o melhor modelo para o gjuste de curvas
granulométricas. O objetivo destetrabalho foi testar e comparar 14 diferentes model os passiveisde utilizacdo no
tracado da curva granulométrica de particulas solidas com base em quatro pontos medidos. O parémetro de
comparacdo entre os model osfoi asomade quadrado dos erros entre os val ores medidos e cal culados. Os model os
mais recomendados no tracado da curva granulométrica, a partir de quatro pontos, séo os de Skaggs et a. 3P,
Limaé& Silva3P, Weibull 3PeMorgan et a. 3P, todos com trés parémetros de gjuste.

Termos paraindexagdo: texturado solo, granulometria, regressdo ndo linear, curvade crescimento.

Comparison of mathematical models for fitting particle-size distribution curves

Abstract — Particle-sizedistribution isfundamental for characterizing construction materials, soil mechanics, soil
physics, sediment-flux in rivers, and others. The techniques used to determine the particle-size distribution of a
sampl e are point-wise, demanding posterior interpolation to fit the complete particle-size distribution curve and
to obtain values of specific diameters. The transformation of discrete points into continuous functions can be
made by mathematical models. However, there are few studies to determine the best model to fit particle-size
distribution curves. The objective of thiswork wasto test and compare 14 different model swith feasibility tofit
the cumulative particle-size distribution curve based on four measured points. The parameter used to compare
the model swasthe sum of the square errors between the measured and cal cul ated val ues. The most recommendable
modelsto fit the particle-size distribution curve, based on four discrete points, are Skaggset d. 3P, Lima& Silva3P,

Weibull 3P, and Morgan et al. 3P, al using threefitting parameters.

Index terms: soil texture, soil fractions, non-linear regression, growth curves.

Introducéo

O conhecimento sobre adistribui¢do granulométrica
de particulas sdlidas é essencial para vérias aplicacoes.
Assim, é por meio daandlise granulométrica que se de-
termina a textura dos solos, parémetro fundamental na
inferénciado potencia de compactacdo, dadisponibili-
dade de &gua, da aeracdo, da condutividade do solo ao
ar, adguaeao calor, dainfiltraco e daredistribui¢cdo de
agua (Prevedello, 1996). Além disso, como os proces-
sos de erosdo, transporte e deposi ¢c&o de particul as soli-
das sdo dependentes, entre outras grandezas, da
granulometria dos materiais expostos e carreados, 0
tracado da curva granulométrica € essencial na

hidrossedimentol ogia, possibilitando a obtencéo de de-
terminados diémetros caracteristi cos das amostras, fun-
damentais na estimativa do deslocamento de sedimen-
tos em bacias hidrogréficas (Carvaho et al., 2000).
Em geral, as técnicas utilizadas no levantamento de
dados granulométricos resultam em valores pontuais,
definindo a propor¢éo com que os diferentes tamanhos
de particul as solidas ocorrem em determinada amostra.
Existem diversas classificagdes para definir as escalas
de tamanho dessas particulas, tais como as propostas
pelo Departamento de Agricultura dos Estados Unidos
(Estados Unidos, 1951) e pela Sociedade Brasileirade
Ciénciado Solo (Lemos & Santos, 1984). A existéncia
de diferentes escalas complica a organizagdo dessas
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informagBes em uma base de dados Unica. Para soluci-
onar esse problema, Nemes et al. (1999) testaram dife-
rentes procedimentos para compatibilizar os valores
pontuai s dadistribui¢cdo granulométricade varias bases
de dados de solos europeus.

A transformac&o de valores pontuais em funcbes
continuas tem sido objeto de vérios estudos, conforme
revisdo de Hwang Il et al. (2002), naqual se destacam
as funcbes log-normais e as do tipo curvas de cresci-
mento, como as freqiientemente utilizadas para repre-
sentar curvas granulomeétricas de particulas de solo.
Os model os mais adequados a representacéo da curva
granulométrica devem ser capazes de tracar uma fun-
¢do continuaem formade“S’, aexemplo dos model os
de curvas de crescimento descritos por Haverkamp &
Parlange (1986), Fredlund et a. (2000), Naime et a.
(2001) eLima& Silva(2002).

Hwang Il et al. (2002) compararam sete model os:
cinco log-normais, com um, dois e trés parametros
(Buchanet a., 1993); Gompertz, com quatro parémetros
(Nemeset a., 1999); e Fredlund, com quatro parémetros
(Fredlund et al., 2000), utilizando 1.387 amostras de so-
los coreanos. Esses autores concluiram que o modelo
de Fredlund apresentou o melhor desempenho hamaio-
ria dos solos estudados, aumentando sua performance
com o incremento no teor de argila e que 0 modelo de
Gompertz, mesmo com quatro par@metros, foi apenas
um pouco melhor do que os demais, com dois e trés
par@metros. Observaram, ainda, variagdes no desem-
penho de gjuste dos modelos em funcéo da classe de
solo analisada.

O trabalho de Hwang 11 et al. (2002) representaim-
portante contribui ¢o nacomparacdo de modelosno tra-
¢ado da curva granulométrica. No entanto, seu estudo
érelativamenteincompl eto, pois outros model os, poten-
cialmente adaptaveis a essa finalidade, ndo foram con-
templados. Além disso, a comparacao direta de mode-
los com diferentes nimeros de parametros pode favo-
recer aqueles que os tém em maior quantidade, tornan-
do duvidosas suas conclusbes em rel agcéo a performance
dos model os testados.

O objetivo deste trabalho foi testar e comparar 14
diferentes model os passiveis de utilizagdo no tracado da
curvagranulométricade particul as solidas com baseem
quatro pontos medidos.

Material e M étodos

Foram utilizados resultados de andlises ranulométricas
de 130 perfis de solos descritos no Projeto RadamBrasil
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(Brasil, 1973-1986), com amostras distribuidas
equitativamente nas 13 classes texturais descritas por
Lemos & Santos (1984) (Figura 1). Para cada umadas
treze classes texturais, 10 tipos de solos com suas res-
pectivasfragbes granulométricas—argila(particulascom
didmetro menor do que 0,002 mm); silte (didametro de
particulas entre 0,002 e 0,05 mm); areiafina(particulas
entre 0,05 e 0,2 mm); e areia grossa (particulas entre
0,2 e 2 mm) — encontram-se indicadas no tridngulo
textural (Figura 2).

Essesdadosforam utilizados no gjuste de 14 modelos
matematicos do tipo curva de crescimento, seleciona-
dos em diversas fontes, com potencial para descricéo
do tracado da curva granulométrica (Tabela 1).
A comparagdo entre os modelos foi baseada na soma
de quadrado dos erros verificados entre os valores ob-
servados e gjustados. Como a base de dados utilizada
eracompostade apenas quatro fragdes granulométricas,
0 nimero maximo de parémetros no gjuste dos model os
foi restrito atrés.

A determinagdo dos parémetros de ajuste dos mode-
losaos pontos conhecidosdacurvafoi efetuadapor meio
darotina Solver do programaMicrosoft Excel. A funcéo-
objetivo do processo de otimizagdo foi descrita de for-
maaminimizar o valor dasomade quadrados dos erros
(SQerro) entre os valores observados e calculados das
fragbes acumul adas. Tratando-se de umaotimizagéo de
model os ndo-lineares, aescolhadosvaloresiniciaisdos
par@metros a serem gjustados foi fundamental na con-
vergénciado processo de otimizagdo do minimo global.
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Figura 1. Triangulo de classificagdo textural desolos(Lemos
& Santos, 1984).
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Assim, osvaloresiniciai s dos pardmetros naotimizagdo
foram estimados com o auxilio gréfico, observando a
proximidade entre a curva gerada e os pontos medidos.
Para garantir que o resultado obtido era realmente o
minimo global, o procedimento de otimizagdo foi repeti-
do até aestabilizacdo do resultado da SQgro. NOS casos
em que a curva gjustada divergia substancia mente dos
pontos observados, a otimizacéo foi refeita com outras
estimativasiniciais naexpectativade melhoriado resul-
tado.

Na comparacdo dos modelos, buscou-se primeira-
mente definir o tipo de distribuicdo estatistica que me-
Ihor representasse afrequénciados 130 valores de SQgro
resultantes da otimizacéo de cada modelo. Para isso,
foram elaborados histogramas de fregiiéncia dos valo-
resde SQero Obtidos, divididosem oito classes, segundo
método descrito por Iman & Conover (1983). Analisan-
do a forma dos histogramas, verificou-se que a distri-
buicdo que melhor os representava foi a exponencial,
fato estatisticamente comprovado por meio da medida
de correlacdo entre os valores observados da frequién-
ciaacumuladae os cal culados pel o model o de distribui-
¢a0. A significanciadessacorrelagdo foi obtidapor meio
do teste de significancia r de Pearson (Levin, 1987).
Esse tipo de distribuicdo é proprio para estabelecer o
valor davaridavel SQgro, a partir do qual o modelo gjus-
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Figura 2. Tridngulo textural com arespectiva base de dados
utilizada neste trabal ho.

tado é considerado falho em determinado nivel de pro-
babilidade.

Uma vez definido o par@metro estatistico A que re-
presentao inverso damédiados SQgro (IMan & Conover,
1983), adistribuicdo exponencia correspondente acada
modelo ficou estabelecida. Assim, para cada modelo,
foi determinado o valor de SQgr COrrespondente ao ni-
vel critico de 5% de probabilidade (SQero Critico), possi-
bilitando, dessamaneira, acomparagéo entre elessob a
mesma base. Por esse critério, quanto menor 0 SQero
critico, melhor o modelo. Além disso, verificou-se, para
cada modelo, o nimero de casos em que os vaores de
SQero foraminferiores ao SQero Critico, ou sgja, quantas
vezes 0 modelo representou adequadamente os pontos
observados com uma probabilidade de erro menor do
gue ado nivel critico estabelecido.

Resultados e Discussao

Asfreguiéncias acumuladas dos val ores de SQgro, 0Ob-
tidos no gjuste dos 14 model os anali sados encontram-se
ilustradas na Figura 3. Os pontos ao longo de cada cur-
varepresentam os valores cal culados pela distribuicdo
exponencial dos 130 valores de SQgro. Quanto mais a
curva gerada se aproxima do eixo das ordenadas, tanto
melhor o modelo. Para destacar a diferenca entre os mo-
delos, a5% de probabilidade, sfo apresentasas Figuras 3b
e 3d, respectivas ampliacfes das Figuras 3a e 3c.

Em relacéo aos model os com dois parémetros (Figu-
ras 3ae3b), o Skaggset a. (modificado) foi o que apre-
sentou 0 melhor desempenho no ajuste das curvas
granulométricas, resultando nos menores valores de
SQerro- EM seguida, restou um conjunto de quatro mo-
delos (Morgan et al. 2P, Weibull 2P, Lima & Silva2Pe
Skaggs et al. 2P), que embora apresentasse desempe-
nho inferior ao de Skaggs et a. 2P (mod), demonstrou
resultados satisfatorios. Finalmente, destacaram-se os
modelos Haverkamp & Parlange 2P e Gompertz 2P,
como os menos adequados para 0s obj etivos propostos.

No que se refere aos modelos com trés paré@metros
(Figuras 3c e 3d), enfatizou-se a existéncia de um con-
junto de quatro modelos com melhor desempenho
(Skaggset d. 3P, Lima& Silva3P, Weibull 3PeMorgan
et a. 3P) e, em seguida, os modelos Richards 3P e
Harverkamp & Parlange 3P. O modelo Frediund et a. 3P
foi 0 que apresentou o pior resultado entre os model os
de trés pardmetros. Essa classificagéo diverge dos re-
sultadosde Hwang |1 et a. (2002), no qual o modelo de
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Tabela 1. Modelos de dois (2P) e trés (3P) parémetros para o tragado da curva granulométrica nos quais Py representa o
porcentua de particulas com didmetro menor ouigual ad (mm)@.

Nome Modelo Restricoes
Gompertz (1825) 2P -k (d-u)
adaptado de Nemes et al. (1999) P,=100€ € . k>0; u>0
-(kd
Weibull (1951) 2P P, =100-(100-Po)e( ) Py=Pyocz; k>0; n>0
n
Weibull (1951) 3P P, =100-(100- Po)e'( kd) P>0; k>0; n>0
=
Richards (1959) 3P Pd=100[1+(n-1{ e'k(d'“)D n n>0; nL; k>0; u>0
Morgan et . (1975) 2P p, =100 200-F_ P,=Pocos; k>0; N>0
1+(kd)"
Morgan et al. (1975) 3P P, = 100-[10(0"3)(}]J P,>0; k>0; n>0
1+(kd
100 SO M=
Haverkamp & Parlange (1986) 2P Ph=—r d,>0; n>0; m=1-1/n
d n
[1+[9J }
d
100 . .
Haverkamp & Parlange (1986) 3P P=————— d,>0; n>0; m>0
d n
[1+[9J }
d
7
LN| 1+ —in
Fredlund et al. (2000) 3P P, = 100 1- d 9:-0; 9.>0; 9.>0; d.;,=0,002
d 9, I LNl 1 dmin
LN/ e + [[gdaj ] ] [+o,00001
100
Skaggset a. (2001) 2P Ph=————— P,=Py02s k>0; n>0
100 1 _kd" '
1+ -
PO
100 . .
Skaggset a. (2001) 3P PR=———+—— P,>0; k>0; n>0
14+ 100 g | g
o}
Lima& Silva(2002) 2P P,=P+ 100-F, — §>0; n>0; m=1-1/n
[H@ )
d
Lima& Silva(2002) 3P P, =P+ 100-F, — §>0; n>0; m>0
[H@ )
d
100
Skaggset al. (2001) 2P (mod) P, = P,=Pyoe; k>0; n>0

(o]

d
1+ (100 -1) g(d-002)

WK, u, n, dg, M, Ga, Gn, Im € & S0 0s pardmetros de agjuste dos modelos; P, representa o porcentual de particulas com didmetro menor ou igual a
0,002 mm, em alguns casos fixo e, em outros, um dos parametros de ajuste.
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Fredlund et al. (2000) com quatro paréametrosfoi consi-
derado o melhor quando comparado a cinco modelos
log-normais, propostos por Buchan et a. (1993) eadois
modelos (log-linear e Gompertz), usados por Nemes
et al. (1999), utilizando a base de dados de solos
coreanos. E provavel que a escolhado conjunto de mo-
delostestados por Hwang |1 et al. (2002) n&o tenhasido
adequada, deixando de considerar modelos potencial-
mente melhores. Além disso, ao comparar modeloscom
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diferentes nimeros de parémetros de gjuste, Hwang |1
et al. (2002) beneficiou os model os que os tém em mai-
or quantidade.

Na Tabela 2, apresenta-se, em ordem crescente, a
média das SQgro € 0 vaor correspondente ao “ SQerro
critico” obtidos de cada modelo. A “média SQero” re-
presentao inverso do par@metro estatistico determinante
da distribuicdo exponencial de cada modelo, servindo
também de critério na comparagdo entre eles. O item

8_
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-+ -« Nivel critico 5%

O T T ‘ 1T ‘ 1T ‘ L ‘
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8 —_
1 (d)
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Figura 3. Familias de curvas dadistribui o estatistica exponencial, construidas com os val ores de SQg, Obtidos do gjuste de
cadamodelo (2P e 3P) as curvas granulométricas analisadas, ilustrando ao lado de cada caso a visdo expandida da porcdo das
curvas até o nivel critico de 5% de probabilidade.
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“casos aceitos’ indica o nimero de vezes em que o va-
lor de SQerro fOoi menor do que 0 “SQero Critico”.
Os elevados valores de correlagdo obtidos e seus res-
pectivos niveis de significancia (NS%) indicaram que
os valores observados de frequiéncia acumulada foram
explicados peladistribuicéo estatisticaexponencial.

Esperava-se que os model os com trés parametros (3P)
apresentassem mel hor desempenho do que aquel es com
dois parémetros (2P). Entretanto, como se pode obser-
var, o modelo Skaggs et a. 2P (modificado) foi o que
alcancou melhor desempenho no gjuste das curvas ana-
lisadas (Tabela 2). Além disso, alguns modelos de trés
parémetros (Richards 3P, Haverkamp & Parlange 3P e
Fredlund et al. 3P) apresentaram desempenho inferior
a modelos com dois paré@metros (Morgan et a. 2P,
Weibull 2P, Lima& Silva2Pe Skaggset al. 2P). Hwang
Il et a. (2002) também constataram que 0 maior nime-
ro de parémetros do modelo ndo é garantia de sucesso
no gjuste de curvas granulométricas e concluiram que o
model o de Gompertz, utilizado com quatro parémetros
naquel etrabal ho, apresentou desempenho inferior aou-
tros com dois e trés par@metros.

Para avaliar o tracado das curvas quanto a sua for-
ma, selecionaram-se, parafinsilustrativos, quatro casos
representativos de qualidades e anomalias encontradas
no ajuste das curvas granulométricas (Figura4).
As classestexturais e composi ¢oes granulométricas das

amostras sel ecionadas foram as seguintes: arenosa (6%
argila, 4% silte, 44% areiafina, 46% areiagrossa); fran-
ca(19% argila, 41%silte, 31% areiafing, 9% arelagros-
sa); argilosa(51% argila, 21% silte, 20% areiafina, 8%
areiagrossa); eargilo-siltosa(49% argila, 42% silte, 6%
areia fina, 3% areia grossa). Com vistas a melhorar a
visualizagdo das curvas, cada classe textural foi repre-
sentada por dois gréficos dispostos lado a lado: o da
esquerda, com os sete model os de dois pardmetros, e 0
dadireita, com os sete de trés parametros.

Os modelos (2P e 3P) foram hébeis no gjuste das
curvas aos pontos observados (Figura 4). Entretanto,
no caso da amostra de textura arenosa, 0s modelos
Haverkamp & Parlange 2P e 3P, Gompertz 2Pe Fredlund
etal. 3Pdivergiram naparteinicial dacurva Natextura
franca, Gompertz 2P e Richards 3P n&o apresentaram a
flexibilidade necessé&riaparaincluir o ponto deareiafina
em seu ajuste. Natextura argilosa, Gompertz 2P,
Haverkamp & Parlange 2P e Fredlund et a. 3P foram
0s que apresentaram maior dificuldade de ajuste.
A limitac&o do modelo Fredlund et al. (2000), no traca-
do de curvas granulométricas de solos argilosos, con-
trariou osresultadosde Hwang |1 et a. (2002), nosquais,
com o aumento do teor de argila das amostras, o referi-
do model o apresentou uma performance melhoradaem
relacdo aos demais.

No caso do solo com maior teor desilte (texturaargilo-

Tabela 2. Indicadores de aderénciaentre os val ores dadistribuicéo estatisticaexponencia e dafreqiiénciaacumuladaobserva-
da, relativos a oito classes de SQg, analisadas e indicadores estatisticos correspondentes aos 130 valores individuais de

SQaro cal culados com base em cadamodel o.

Modelos Indicadores de aderéncia Indicadores estatisticos
Correlagéo Teste t® NS%? Média SQq, SQ.Critico  Casos aceitos®

Skaggs et al. (2001) 2P (mod) 0,97 10,02 100,00 2,38 0,122 84
Skaggset al. (2001) 3P 0,95 7,33 99,98 5,43 0,279 67
Limaé& Silva(2002) 3P 0,94 6,83 99,98 6,73 0,345 58
Weibull (1951) 3P 0,93 6,04 99,95 7,32 0,375 61
Morgan et a. (1975) 3P 0,93 6,34 99,96 9,61 0,493 55
Morgan et a. (1975) 2P 0,97 10,16 100,00 14,97 0,768 45
Weibull (1951) 2P 0,93 6,42 99,97 17,97 0,922 36
Limaé& Silva(2002) 2P 0,93 6,03 99,95 18,21 0,934 39
Skaggset a. (2001) 2P 0,94 6,89 99,98 20,53 1,053 49
Richards (1959) 3P 0,92 5,61 99,93 38,05 1,952 41
Haverkamp & Parlange (1986) 3P 0,93 6,45 99,97 40,87 2,096 42
Fredlund et al. (2000) 3P 0,96 8,68 99,99 56,81 2,914 30
Haverkamp & Parlange (1986) 2P 0,97 10,31 100,00 65,30 3,349 30
Gompertz (1825) 2P 0,97 9,43 100,00 123,01 6,309 38

(1)t=W\l_oa

, em que Nc-2 é o grau de liberdade (6) e r € o valor da correlagio encontrada. @NS% = 100 [1-DistT(t,6,1)], em que DistT(t,6,1) € o

valor dg distribui¢do unicaudal t com 6 graus de liberdade. Corresponde ao ndimero de casos nos quais o valor da SQg,, € inferior ao vaor critico

determinado a 5% de probabilidade.
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Figura 4. Conjunto de curvas geradas de quatro classes texturais com a aplicacdo dos diferentes modelos em uma dada
amostra de solo.
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siltosa), os model os apresentaram amaior variedade de
tracados no gjuste aos pontos observados, havendo maior
divergéncia nos modelos com dois parémetros (Figu-
ra4). Nessetipo de solo, 0 model o de Gompertz, apesar
do formato adequado, néo foi capaz de gjustar o ponto
correspondente ao teor de silte. N&o obstante 0 melhor
agjuste aos pontos observados, 0 model o Skaggset al. 2P
(mod) apresentou formato divergente do tracado
sigmoidal esperado. Essa anormalidade também foi
verificadapor Skaggset al. (2001) ao aplicar seu mode-
lo em solos com teor de silte acimade 70%, o quetorna
Seu emprego no gjuste de curvas granulométricas com
guatro pontos duvidoso.

Conclusbes

1. Apesar deter obtido amelhor classificagéo, o mo-
delo Skaggs et a. 2P (modificado), em aguns casos,
ndo reproduz o tracado sigmoidal esperado, sendo seu
emprego recomendado com ressalvas.

2. Os modelos mais recomendados ho tracado dacurva
granulomeétrica, apartir dequatro pontos, sdo Skaggset a.
3P, Lima& Silva3P, Weibull 3PeMorgan et d. 3P

3. Entre os modelos de dois parémetros, os mais re-
comendaveis sdo os de Morgan et a. 2P, Weibull 2P,
Lima& Silva2Pe Skaggset a. 2P,

4. O modelo de Gompertz 2P, por seu pior desempe-
nho, ndo é recomendavel no tracado de curvas
granulométricas a partir de quatro pontos.
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